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Sendo a Matemática a ciência dos padrões, é natural que a encon-
tremos nas mais variadas situações do dia a dia. Muitas vezes, nem 
estamos à espera. O recurso a ferramentas matemáticas pode mesmo 
ser decisivo em algumas dessas situações. Neste artigo, mostramos que 
é possível explorar diversos conceitos matemáticos a partir de um sim-
ples jogo. Apresentamos, como exemplo, a Torre de Hanói.

Desde os primórdios da Humanidade, o jogo faz parte da nossa 
cultura e as suas potencialidades lúdicas e pedagógicas têm desper-
tado grande interesse e fascínio. Para além da evidente componente 
competitiva, muitos jogos apresentam regras que permitem estimular o 
raciocínio lógico-matemático e possibilitam a modelação de situações 
reais ou imaginárias. Mesmo para aqueles jogos que aparentemente 
não têm como objetivo a exploração de temas matemáticos concretos, 
uma investigação detalhada pode revelar-se de extrema utilidade em 
termos matemáticos.

No âmbito do ensino da Matemática, destaca-se um interessante 
paralelismo entre os aspetos mais técnicos de alguns jogos e a práti-
ca da resolução de problemas matemáticos, nomeadamente, na sala de 
aula. Os jovens percebem naturalmente que a concentração é funda-
mental para se ter sucesso num jogo. Aprendem que “pensar primeiro, 
agir depois” pode fazer toda a diferença na eficácia de uma determina-
da jogada. São estimulados a visualizar sequências de ações antes de 
estas acontecerem, a pesar as diferentes opções e a identificar jogadas 
alternativas. Aprendem também a memorizar experiências passadas 
que se poderão, ou não, generalizar, identificando de forma abstrata 
contextos próprios de cada jogo.

O exemplo que apresentamos neste artigo pode ser jogado a pares, 
ganhando quem for mais rápido a responder aos desafios. Pode também 
ser visto como um simples quebra-cabeças para ser explorado indivi-
dualmente. Na Torre de Hanói, dispomos de três hastes e de vários 
discos de forma circular, com raios de medida diferente perfurados no 
centro. No início do jogo, os discos estão empilhados sobre uma das 
hastes (ver figura A). O objetivo é deslocar todos os discos da haste 
inicial para uma das outras duas, respeitando as seguintes regras: (1) só 
se pode deslocar um disco de cada vez de uma das hastes para qualquer 
outra; esta operação designa-se por deslocamento; (2) um disco nunca 
pode ser colocado por cima de outro de diâmetro inferior, ou seja, não 
é possível fazer um deslocamento como o ilustrado na figura B. Além 
disso, o objetivo deve ser concretizado usando o menor número pos-
sível de deslocamentos. E qual será esse número? Obviamente que a 
resposta depende da quantidade inicial de discos.

A exploração da Torre de Hanói tem a grande vantagem de poder 
ser adaptada a diferentes níveis de ensino, do Básico ao Secundário, 
permitindo a construção de caminhos de investigação específicos para 
cada caso. Um caminho possível de investigação pode passar por ex-
plorar o desafio apresentado pelo jogo de forma recursiva. Em traços 
gerais, trata-se de uma maneira especial de resolver problemas em que 
a ideia chave é definir regras para formular casos complexos em termos 
de casos mais simples. Ou seja, em vez de se começar a resolver o pro-
blema com um número elevado de discos, por que não tentar simplifi-
car a situação apresentada usando poucos discos? E, nesse caso, qual a 
situação mais simples que pode ser analisada? 

A resposta é clara e conduz-nos a outra pergunta: se tivermos ape-
nas um disco, qual o menor número de deslocamentos de forma a le-
var esse disco de uma haste para outra? É necessário apenas um único 
deslocamento. E se agora tivermos dois discos e não apenas um? Neste 
caso, são necessários 3 deslocamentos: o disco de menor diâmetro deve 
ser colocado sobre uma das hastas vazias; de seguida, o de maior diâ-
metro sobre a outra haste vazia (como tem diâmetro superior ao primei-
ro disco, não pode ser colocado na haste ocupada pelo primeiro); por 
fim, o primeiro disco, de menor diâmetro, é colocado sobre o segundo e 
o problema fica resolvido! Conseguimos deslocar a torre de dois discos
de uma haste para outra respeitando as regras do jogo com apenas 3 
deslocamentos (ver figuras C a F). 

Lança-se novo desafio: e se tivermos uma torre com três discos? 
Seguindo um raciocínio análogo, chega-se à conclusão que, no míni-

mo, são necessários 7 deslocamentos: sabemos que mover dois discos 
para uma das hastes envolve necessariamente 3 deslocamentos; em 
seguida, movemos o novo disco para a haste livre; finalmente, para 
deslocar os dois discos para essa haste precisamos novamente de mais 
3 deslocamentos (ver figuras G a J); ao todo, são 2x3+1=7 desloca-
mentos! Este raciocínio conduziu à descoberta de um padrão. O poder 
da Matemática, enquanto ciência, reside precisamente na descoberta 
de padrões. Senão, vejamos: já não é necessário mover as peças do 
jogo para descobrir o número mínimo de deslocamentos para mover 
quatro discos. A resposta é clara: 2x7+1=15 deslocamentos. E para 
mover cinco discos? São necessários 2x15+1=31 deslocamentos, e as-
sim sucessivamente. Em consequência da descoberta de um padrão, a 
passagem do concreto para o abstrato é perfeitamente natural: sendo n 
um número natural qualquer, qual o número mínimo de deslocamentos 
necessário para mover n+1 discos? A resposta é precisamente esta: o 
dobro do número mínimo de deslocamentos para mover n discos mais 
uma unidade.

Obtivemos, assim, uma sequência numérica definida por 
recorrência: 1, 3, 7, 15, 31,...   Cada termo é o dobro do anterior mais 
uma unidade. Também é possível definir esta sequência através do 
seu termo geral. Se representarmos por d(n) o número mínimo de 
deslocamentos necessário para mover n discos, tem-se d(n)=2^n-1. 
Esta igualdade é válida para todo o número natural n. Por exemplo, se 
n=1, então d(1)=2^1-1=2-1=1; se n=2, então d(2)=2^2-1=4-1=3; se 
n=3, então d(3)=2^3-1=8-1=7; e assim sucessivamente. Esta é uma 
excelente oportunidade para explorar as propriedades da função 
exponencial, um dos temas abordados no Ensino Secundário.  

Muitos outros aspetos podem ser desenvolvidos partindo deste 
jogo. Vejamos uma última curiosidade. A Torre de Hanói foi publicada 
pela primeira vez pelo matemático francês Edouard Lucas, em 1883. 
Curiosamente, o folheto original continha a seguinte lenda: “Conta-se 
que no grande templo de Benares, debaixo da cúpula que marca o cen-
tro do mundo, existe uma placa de bronze e três agulhas de diamante. 
Durante a criação, Deus colocou numa dessas agulhas 64 discos de 
ouro sobrepostos uns nos outros, o maior descansando sobre a laje de 
bronze e os restantes de dimensão sucessivamente inferior até ao topo. 
Durante noite e dia, sacerdotes permanecem ocupados a transferir os 
discos para outra agulha de diamante, sem infringir as regras sagradas 
e imutáveis: não se pode mover mais do que um disco de cada vez e só 
se pode colocar um disco numa agulha desocupada ou sobre um disco 
maior do que ele. Quando os 64 discos forem transferidos da agulha 
em que o Criador os colocou para a nova agulha, o templo desmoronar-
se-á em pó e esse momento marcará o fim do mundo.” 

O leitor pode ficar descansado pois, se fizermos as contas, para che-
gar ao fim do mundo são necessários d(64)=2^(64)-1 deslocamentos, 
ou seja, mais de 18 triliões de movimentos!

O leitor pode aventurar-se e explorar a Torre de Hanói na Web, por 
exemplo, em www.somatematica.com.br/jogos/hanoi. 

Estamos em campanha política nestes nossos 
Estados Unidos, e os campos estão divididos. Os 
da esquerda querem andar para a frente, os da di-
reita, preferem recuar a carroça. Por isso se ouve 
nos comícios do Trump e dos colegas, o slogam: 
“Bring back America!”. Depreende-se disto que 
os direitistas têm horror ao progresso, e dese-
jam trazer  de novo a América aos tempos dos 
pioneiros, dos cowboys e dos xerifes. Será isso 
mesmo que desejam? Não me parece. Isso de tra-
zer a América “patrás”, não passa de um grito 
de guerra fora do tempo, e nada mais. Os nos-
sos irmãos da direita são  gente educada e rica, 
e não me parece que estejam dispostos a vender 
os Mercedes e  a comprar uma charrete e um par 
de cavalos. Que isso era muito chic no tempo dos 
nossos capitães da baleia. Mas hoje,  só ia com-
plicar a vida. Mas eles continuam a gritar: “Bring 
back America, Bring back America”! com ponto 
de exclamação e tudo”.

Os da esquerda dizem, ”prá frente é que é o 
caminho, que  “patraz” anda a burra”. E a gente 
fica sem saber se deve ir pá frente, “patraz”  ou 
“pó” lado. O genial Trump, anda agora com uma  
Bíblia no bolso, que  mostra ao respeitável pú-
blico, que o aplaude aos gritos. E a Biblia foi-lhe 
oferecida por sua mãe, diz ele, que escreveu na 
contra-capa o seu nome e endereço. Isto prova 
que ele é homem de fé, está abençoado por Deus 
e merece ser presidente.

O candidato Cruz é ainda mais directo e diz o 
que vai fazer no primeiro dia da sua inauguração 
como  presidente. Ele vai abolir uma porção de 
coisas que o actual chefe fez, logo na primeira 
hora, e ainda antes de se sentar na cadeira do Po-
der. Tem que ser logo na primeira hora, enquanto 
está quente .

Do lado esquerdo,  há um homem judeu, de 
cabelos brancos que, em vez de político, bem po-
dia ter dado  um bom papa Francisco. O homem 
fala e sua amor por todos os poros. A este “alma 
de deus”, estava-lhe mais dada a exibição da bí-
blia, do que ao homem dos casinos e da batota. 
Mas se Deus está atento a este jogo “casinoide” 
é provável que faça ainda muitos milagres antes 
da eleição. Ou talvez não. Deus, segundo me di-
zem não gosta de meter-se  nestes jogos incríveis 
da política. Mas o tal “alma de deus” da esquer-
da, tem um coração do tamanho do Texas. Ele é 
amigo de toda a gente, de qualquer cor ou feitio, 
beato ou incréu, uma vez que seja pobre, velho 
ou menino. E promete convencer ou obrigar os 
bilionários a dar uma “esmolinha” mais generosa 
do que estão dando agora. Porque sem dinheiro 
a coisa não anda, e  Deus não dá nada de graça. 
O povoléu está gostando do seu sermão, e neste 
momento, conta até mais votos do que a senhora  
Clinton. Mas, como o homem da Bíblia e da caça 
aos ilegais, os homens dos milhões, que estão por 
detrás da cortina a observar o jogo, ainda não es-
tão convencidos de que nem um nem outro vai 
chegar ao poleiro. Não sei porque pensam assim, 
porque nem um nem outro ainda deram sinais de 
fraqueza. De qualquer modo não deixaria de ser 
interessante um combate final entre estes dois 
homens das extremas. Um a puxar “pa trás” e a 
gritar-- “bring back America !”--. e o outro a pe-
dir “pão e  educação, para quem não tem dinhei-
ro, trabalho  nem instrução.”

“Ora basta que sim !”- como diz o meu filó-
sofo de Água de Pau.


