Critérios de divisibilidade por 7 e por 11

0 artigo publicado no TRIBUNA
| \ | DAS ILHAS no passado dia 15 de
maio, exploraram-se alguns dos
critérios de divisibilidade mais conheci-
dos. De fora ficaram os critérios de divi-
sibilidade por 7 e por 11, por apresenta-
rem caracteristicas proprias que justifi-
cam um novo artigo dedicado a esses cri-
térios.

Recordamos que um nimero natural é
um numero inteiro positivo (1,2, 3,4, ...).
Dizemos que um nimero natural ¢ divisi-
vel por outro se, ao ser dividido por esse
ntmero, o resto for zero. Quando um
namero ¢ divisivel por outro, ele ¢ multi-
plo desse nimero (obtém-se adicionando
varias vezes esse nimero). Por exemplo,
28 ¢ divisivel por 7, tendo-se
28=T+7+7+7=4x7. O poder de sistemati-
zagdo da Matematica volta a estar em
evidéncia, uma vez que é possivel repre-
sentar todos os miultiplos inteiros de um
determinado niimero natural numa Ginica
expressdo. Por exemplo, os multiplos de
7 sdo da forma 7k, sendo k um numero
inteiro (k= ..., -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4,
...). Por outras palavras, ao atribuir valo-
res inteiros a k, obtemos os diferentes
multiplos de 7 (..., -28, -21, -14, -7, 0, 7,
14,21, 28, ...).

O 7 é o tinico numero natural, de um s6
algarismo, que ndo tem um critério de
divisibilidade simples. Este facto, que se
traduz numa certa “desordem”, tem fasci-
nado muitos investigadores em Teoria
dos Numeros. Foram descobertos varios
critérios de divisibilidade por 7. Contudo,
em termos de consumo de tempo, todos
eles apresentam pouco diferenga relativa-
mente ao tradicional algoritmo da divi-

sdo. Convém ndo esquecer que a utiliza-
¢do de um critério de divisibilidade visa
essencialmente averiguar a divisibilidade
de um nimero por outro de forma expe-
dita.

Um dos mais antigos critérios de divi-
sibilidade por 7 consiste em multiplicar
os algarismos do nimero que pretende-
mos verificar se € divisivel por 7 (da
direita para a esquerda, comecando pelo
algarismo das unidades) sucessivamente
por 1, 3, 2, 6, 4, 5, repetindo-se esta
sequéncia de multiplicadores até percor-
rermos todos os algarismos do niimero.
Em seguida, adicionam-se os produtos
obtidos. O numero em causa ¢ divisivel
por 7 se e sO se a soma obtida for um
multiplo de 7. Mais ainda, o resto da divi-
sdo do numero por 7 coincide com o resto
da divisdo dessa soma por 7. Na figura,
apresenta-se um exemplo em que se
comprova que o numero 65 833 250 ¢
divisivel por 7. Ao aplicar o procedimen-
to explicado, obtemos 112=16x7, que ¢
um multiplo de 7. Em alternativa, podia-
mos aplicar 0 mesmo procedimento a
112, obtendo: 2x1=2; 1x3=3; 1x2=2;
finalmente, adicionando os trés valores,
ficamos com 2+3+2=7, 0 que comprova
que 112 ¢é divisivel por 7 e que, conse-
quentemente, o niimero inicial também é
divisivel por 7. O procedimento explica-
do pode ser simplificado se formos “reti-
rando setes”, sempre que possivel (como
esta ilustrado na figura). Nesse caso,
obtemos 28=4x7, novamente um multi-
plo de 7.

Este critério de divisibilidade deriva do
facto de as sucessivas poténcias de base
10 serem congruentes médulo 7 com 1,
3,2,6,4,5;1,3,2,6,4,5; ... (significa
que as sucessivas poténcias de base 10
apresentam estes restos quando divididas
por 7). De notar que as poténcias de base
10 sdo da forma: 10"0=1; 10°1=10;
1072=10x10=100;
10"3=10x10x10=1000; ... Além disso,
podemos escrever qualquer niimero (na
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8x5=40 — 5
3x4=12 — 5
3x6=18 — 4
2x2= 4 — 4
5x3=15 — 1
Ox1=0— 0O
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base 10) utilizando estas poténcias. Por
exemplo, 259=2x100+5x10+9x1. Ora,
para averiguarmos se 259 ¢ divisivel por
7, podemos substituir na expressao ante-
rior as poténcias de base 10 pelos seus
restos da divisdo por 7 (na verdade, pode-
mos substituir uma poténcia de base 10
por qualquer nimero que seja congruen-
te com essa poténcia modulo 7, ou seja,
que tenha 0 mesmo resto quando dividi-
do por 7). Obtemos a expressdo:
2x2+5x3+9x1 (pois 2, 3 e 1 sdo os restos
da divisdo de, respetivamente, 100, 10 e
1 por 7). E, assim, se explica este critério
de divisibilidade (no exemplo, ficamos
com 4+15+9=28, pelo que 259 ¢ divisi-
vel por 7).

Este tipo de raciocinio esta na base de

outros critérios de divisibilidade. Por
exemplo, para o critério de divisibilidade
por 9 (talvez o mais famoso de todos os
critérios de divisibilidade), como o resto
da divisdo de qualquer poténcia de base
10 por 9 ¢ igual a 1, para verificarmos se
um nimero ¢ divisivel por 9 basta adicio-
narmos os seus algarismos e averiguar-
mos se a soma obtida é ainda um malti-
plo de nove. Utilizando 0 mesmo exem-
plo (259=2x100+5x10+9x1) e substituin-
do as poténcias de base 10 pelos seus res-
tos da divisio por 9, obtemos
2x1+5x1+49x1=2+5+9=16. E, assim, se
comprova que este numero ndo ¢ divisi-
vel por 9, pois 16 ndo ¢ divisivel por 9.
Podemos aplicar este tipo de raciocinio
para obter critérios de divisibilidade para

outros niimeros. Vejamos o que acontece
com o nimero 11. Como as poténcias de
base 10 sdo congruentes modulo 11 com
a sequéncia 1, -1, 1, -1, ..., obtemos um
conhecido critério de divisibilidade por
11: da direita para a esquerda, vamos adi-
cionando e subtraindo alternadamente os
algarismos do niimero a analisar (come-
¢ando com o algarismo das unidades); o
resultado obtido devera ser um multiplo
de 11. Por exemplo, serd que o nimero
259 é divisivel por 11? Tem-se 9-5+2=6;
como 6 ndo é um multiplo de 11, entdo
também 259 ndo é um multiplo de 11.
Vejamos outro exemplo: serd que 104
302 é um multiplo de 11? Tem-se 2-0+3-
4+0-1=0. Como 0 ¢ um multiplo de 11,
também 104 302 é um multiplo de 11.

Terminamos com outro critério de
divisibilidade por 7, bastante curioso.
Este critério é apresentado num artigo de
D. Spence, publicado em 1956, na revis-
ta The Mathematical Gazette. Pensa-se
que a sua origem remonta a 1861, sendo
da autoria de A. Zbikovski. A ideia € sim-
ples: remove-se o algarismo das unidades
do niimero a estudar; subtrai-se o dobro
do algarismo das unidades do novo
ntmero obtido; repete-se este procedi-
mento até ficarmos com um nimero de
um s6 algarismo. O niimero inicial ¢ um
multiplo de 7 se e s6 se o valor obtido for
0 ou 7. Por exemplo, considere-se o 259.
Tem-se 25-2x9=7; logo, 259 ¢ divisivel
por 7. Outro exemplo: sera 6481 divisivel
por 7? Tem-se: 648-2x1=646; 64-
2x6=52; 5-2x2=1; logo, 6481 nao ¢ divi-
sivel por 7.

Podemos considerar um critério de
divisibilidade analogo para o 11; a tinica
diferenca € que subtraimos apenas o alga-
rismo das unidades e ndo o seu dobro. No
final, devemos obter 0. Por exemplo, 104
302 ¢ divisivel por 11, pois 10 430-2=10
428; 1042-8=1034; 103-4=99; 9-9=0.
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